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はじめに
線形制約条件付きの二次形式の定値問題は経済学ではなじみのテーマ
である。定値のための必要十分条件の現代的表現は，表現そのものも複
雑であるが，その導出過程もまた簡単ではない。形を問わないならば必
要十分条件は極めて簡単に導出できる。問題はより見やすい条件という
ことである。経済数学の講義において，この条件をどこまで詳しく講述
するか，担当者を悩ます問題である。
H.B. Mann１）の［１９４３］は定値の必要十分条件について現代的な表現
を与えた最初のものであろう。この論文は戦時中の１９４３年に米国の（最
先端の数学研究の成果を載せる雑誌ではない）数学啓蒙雑誌に載ったも
のであり，当時は限られた人にしか知られていなかったと思われる。こ
研究ノート
線形制約条件付きの二次形式の定値問題
―H.B. Mannの証明について―
松 田 忠 三
１）ウェブ上のMann（生年１９０５―没年２０００）の経歴（http:／／www.math.osu.edu／
history／biographies／mann／）によると，ウイーン出身のユダヤ系であり，ウ
イーン大学で数学の学位を取ったのち，１９３８年に米国に渡り，この論文が書
かれた時期に，統計学者のA. WaldやH. Hotellingらと共にColumbia大学にい
たことがある。Mannは後に代数学の高名な賞を受賞する一流の数学者であ
り，１９４３年のこの論文テーマは当時の同僚のHotelling等の示唆をうけたもの
と容易に想像できるが，彼にとっては番外のマイナーな仕事であろう。Mann
［１９４３］は，自分の成果は「どの教科書にも載っていないようなので」，公表
するとしている。
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の問題では１９５２年のEconometricaに掲載されたDebreu［１９５２］の論文
が有名であるが，同論文の骨子は前年にCowles Commission Discussion
Papers（CCDP）Mathematics N０.４０７,４０８（Debreu［１９５１a］, Debreu
［１９５１b］）として発表されている。N０.４０８の末尾に簡単な過去の文献
紹介があり，英米系ではSamuelsonのFoundationsのみが挙げられ，他
はすべて欧州の数学者，経済学者の論文であり，Mann［１９４３］は載っ
ていない。Debreu［１９５１b］は注で「以下の文献紹介の内容は私の知る
限りのものであり，……見落とした文献を紹介していただけたらありが
たい」と述べている。翌年のDebreu［１９５２］における文献紹介ではMann
［１９４３］も追加され，同論文を正定値・負定値についての現代的な条件
を最初に提示したものと評価している。Debreu［１９５２］は定値だけで
なく，半定値も扱っており，手法は解析的である。これに対して，
Mann［１９４３］は定値のみであるが，手法は完全に代数的である。この
問題について外国の教科書では証明なしで結果のみ述べているものがほ
とんどである。証明まで載せている日本の教科書２）では，この定理はす
べて代数的に証明されており，従ってMannはその先駆者と言える。し
かし，証明方式はMannとはやや異なる。Mannの論文以外で彼の方式
を用いた証明を目にしたことはない。私がMannの論文に初めて接した
のはNewmann［１９６８］に載ったことによる。当時の日本では既に鍋谷・
大成［１９６６］等でこの問題が扱われていたので，ざっと目を通しただけ
であり精密に読んだわけではない。ずいぶん大きな行列がでてくるなと
いうのが印象であった。その後Mannの論文のことは忘れていたが，最
近Borderのウェッブサイトを見ていたら，彼の二次形式の概説３）のなか
に，Mannは間違っている（Mann errs in the statement of part２）と
２）鍋谷・大成［１９６６］，小山［２０１１］
３）Border［２０１１］
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あったので，興味をひかれ初めてMannの論文を精密に読んでみた。現
代的な記号の使い方をしていないので少し読みにくかったが，話の筋が
見えるとMann［１９４３］の方式は極めて優れたものであることが分かる。
以下はこの論文についての単なる解説であるが，何故か教科書では
Mannの方式は採用されていないので，ここに紹介することも何ほどか
の意義があると考える。間違っているかどうかについては後で触れる。
Mannの論文の特徴
Mann［１９４３］はわずか４ページの短い論文であり，part１，part２，
……と明示的に区分されているわけではない。問題は要するに制約条件
を使用して変数を減らし，より少数の変数による無制約定値問題に転換
し，無制約の場合の二次形式の行列の標準首座小行列式についての必要
十分条件を利用することである。先ほど形を問わなければ簡単だと言っ
たの，正定値の必要十分条件はこの導出された行列の標準首座小行列式
がすべて正であることである，と言ってしまえば，文句のつけようもな
く正しいからである。負定値も同様である。しかし，それは正しいが扱
いやすい条件ではない。それをいかに見易い条件に書き換えるかがポイ
ントである。
日本の教科書は代入法により変数の数を減らす方式であるが，Mann
は変数変換の方式をとる。代入法でも変数変換でも最後は同じ行列が出
てくるのだが，変数変換の方が途中の過程で出てくるが，しかし最終的
には使用されず，その意味では無駄な逆行列表現を最小限にできるよう
に思う。実際，彼はもとの２次形式の行列の要素がaijであれば，変数
変換を施した後の新たな行列要素をaij’，aij”等と表示するだけで，意図
的に正確な行列表示を避けているように見える。最終結果には途中の計
算過程で出てくる行列表現は使用されないので，この方式でよいのだが，
話の筋が見えないと幾分分かりにくい点はある。Mann［１９４３］は２つ
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の補題を用いて必要十分条件を明らかにする。補題２はMann独特のも
のであるが，数学者としての性格がよく出ているように思う。彼は行列
や変数（ベクトル）を現代のように記号を用いてＡ，ｘとはせず，それ
らの要素aij，xj等を具体的に表示した形で分析を進めている。先ほど，
「ずいぶん大きな行列」と言ったのはその意味である。また補題の証明
も二次形式の性質を記述的に述べるだけの簡単なものである。これでは
読みにくいので，以下では彼の証明の内容を現代的な記号を用い，多少
の補足を加えて紹介する。また最終結果も最近の教科書で採用されてい
る形で示すことにする。
問題設定と補題
Ａ：ｎ×ｎ対称行列，Ｂ：ｐ×ｎ行列（ｐ＜ｎ），ｘ：ｎ次縦ベクト
ルとし，また０を適当な次数の０ベクトルまたは０行列を表す記号とす
る。文脈から次数または行数・列数が明らかな場合は０に添え字をつけ
ることなく使用する。問題はBx＝０の条件でx’Axの定値（正または負）
の必要十分条件を求めることである。ただし，Ｂ＝〔B１ B２〕，B１：ｐ
×ｐ行列とすると，B１は正則と仮定する。Mann［１９４３］はまず２つの
補題を用意する。補題１を現代的に表現すると次のような内容になる。
補題１ Ｃ：ｎ×ｎ行列とする。
ｈ＝


０
B’
Ｂ
Ａ




，Ｈ＝


０
C’B’
BC
C’AC




とすると，｜Ｈ｜＝｜Ｃ｜２｜ｈ｜が成立する。
証明：Mann［１９４３］は行列を使った証明を与えていないが，この補題
は次のようなブロック行列の積の行列式を取れば簡単に出てくる。ここ
でＩ：ｐ×ｐ単位行列。




Ｉ
０
０
C’








０
B’
Ｂ
Ａ








Ｉ ０
０ Ｃ




＝


０
C’B’
BC
C’AC




なぜｈのような行列を考えるかについてこの段階では判然とせず，最
線形制約条件付きの二次形式の定値問題
１５６ （３３２）
終結果を見て納得するしかない。Mannは元の二次形式を変数変換によ
り別の二次形式にして問題を考察する。ｈを原問題の表現行列と名付け
ると，以下に見るようにＨは変数変換後の問題の表現行列になる。ここ
で，二次形式の変数変換についての性質を補足しておく。証明は簡単だ
から，省略する。
性質１：ｘ＝Cy，｜Ｃ｜≠０ならば，Bx＝０の条件の下でのx’Axの定値
性はBCy＝０の条件の下でのy’C’ACyの定値性と同値である。
従って，原問題の代わりに適当な正則行列Ｃを使って，BCy＝０の条
件の下でy’C’ACyの定値問題を考えてもよいわけである。Ｈはこの問題
の表現行列である。
次の補題２はMannの特徴が最もよく出た内容であるが，それを説明
するために新たな記号を定義する必要がある。ｈは（ｐ＋ｎ）×（ｐ＋ｎ）
行列であるが，hmをｈのｐ＋ｍ次標準首座小行列とする。ただし，
ｍ＝１～ｎである。また，hn＝ｈである。hmはｈからｐ＋ｍ＋１～ｎ
＋ｐ行，及びｐ＋ｍ＋１～ｎ＋ｐ列（すなわち，ｈの末尾のｎ－ｍ個の
行と列）を取り除いてできる（ｐ＋ｍ）×（ｐ＋ｍ）行列を表す。具体的
に，A１：ｍ×ｍ，A２：（ｎ－ｍ）×ｍ，A３：（ｎ－ｍ）×（ｎ－ｍ），B１：
ｐ×ｍ，B２：ｐ×（ｎ－ｍ）として，Ｂと対称行列ＡをＡ＝


A１ A２’
A２ A３




，
Ｂ＝〔B１ B２〕と書くと，ｍ＜ｎなら
ｈ＝



０
B１’
B２’
B１
A１
A２
B２
A２’
A３





であり，hm＝


０
B１’
B１
A１




である。
同様に，HmをＨのｐ＋ｍ次標準首座小行列とする。すなわち，Ｈか
らｐ＋ｍ＋１～ｎ＋ｐ行，及びｐ＋ｍ＋１～ｎ＋ｐ列（すなわち，Ｈの
末尾のｎ－ｍ個の行と列）を取り除いてできる（ｐ＋ｍ）×（ｐ＋ｍ）行
列を表す。また，Hn＝Ｈである。Hmの形を具体的に表すために，ここ
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で行列の積についての性質を補足する４）。
性質２：３つの行列Ｊ，Ｍ，Ｑの積JMQ＝Ｆが定義できるとき，Fから
ｓ～ｊ行，ｒ～ｔ列を除いた行列はＪからｓ～ｊ行を除いた行列J１と，
Ｑからｒ～ｔ列を除いた行列Q１により，J１MQ１と表せる。
証明はブロック行列の積を展開すれば簡単にできるので省略する。Ｃ
が任意のｎ×ｎ行列である場合，性質２からHmは次のように表せる。
Ｃ＝〔C１ C２〕，C１：ｎ×ｍ，C２；ｎ×（ｎ－ｍ）と分解すると，C’ACの
ｍ次の標準首座小行列（C’ACからｍ＋１～ｎ行，及びｍ＋１～ｎ列を取
り除いた行列）は性質２からC１’AC１となる。またｐ×ｎ行列BC＝
Ｂ〔C１ C２〕＝〔BC１ BC２〕からｍ＋１～ｎ列を取り除いた行列はBC１
であり，C’B’＝


C１’B’
C２’B’




からｍ＋１～ｎ行を取り除いた行列はC１’Ｂ’で
ある。
ところで，ＨにおいてC’ACはＨのｐ＋１～ｐ＋ｎ行，ｐ＋１～ｐ＋
ｎ列から構成される行列である。従ってC１’AC１はＨのｐ＋１～ｐ＋ｍ
行，ｐ＋１～ｐ＋ｍ列から構成される行列である。同様に，Ｈにおいて
BC１はＨの１～ｐ行，ｐ＋１～ｐ＋ｍ列から構成される行列であり，
C１’Ｂ’はＨのｐ＋１～ｐ＋ｍ行，１～ｐ列から構成される行列である。
従って，ｐ＋ｍ次正方行列


０
C１’B’
BC１
C１’AC１




はＨのｐ＋ｍ次標準首座小
行列Hmである。
１≦ｍ≦ｎ－１について，行列Hmとhmの関係は補題１のＨとｈの
関係に幾分似ているが，Ｈと異なりHmでC１は正方行列ではなく，また
hmではｈと異なりＡ，ＢではなくA１，B１である。しかしＣが特殊な行
列である場合には，Hmとhmの間に補題１と類似した関係が成立する。
４）これは簡単だが意外と気がつきにくい性質である。小山［２０１１］，p.３４９。
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図
C１
××××・・・・ Ｇ
００００×・・・ C１＊
０００００×・・
００００００×・
０００００００×
それが次の補題２である。ここで記号を次のように定義する。
ｍを定数とする（ただしｍ＜ｎ）。C１：ｍ×ｍ行列，C２：ｍ×（ｎ－ｍ）
行列。Ｇ：（ｎ－ｍ）×（ｎ－ｍ）の上三角行列。０：（ｎ－ｍ）×ｍの
０行列とし，次のようなｎ×ｎ行列Ｃ＝


C１
０
C２
Ｇ




を考える。この行列は
次のような特徴を持っている。Ｃの定義から，C１はＣのｍ次標準首座小
行列である。C１＊をＣのｍ（ｎ＞ｍ≧ｍ）次標準首座小行列とし，Ｃ＝




C１＊
C３＊
C２＊
C４＊




と分解する。Ｃ＝


C１
０
C２
Ｇ




でＧが上三角行列だから，C３＊
＝０，C４＊＝上三角行列になる。従って，Ｃ＝


C１＊
０
C２＊
C４＊




となり，分
解したＣの形はｎ＞ｍ＞ｍのときもｍ＝ｍの場合と同じく標準首座小行
列の直下は０である。
次の補題２は後にＧを単位行列（特殊な上三角行列）とした場合が使
用されるだけであるが，命題としてはＧが単なる上三角行列として成立
する。
補題２：ｍ≧ｍに対し，｜Hm｜＝｜C１＊｜２｜hm｜が成立する。
ここでC１＊は上のＣのｍ×ｍ標準首座小行列である。記号が煩雑にな
るので次数を明示せずC１＊と表記したが，この行列はｍとともに変動す
る。すなわち，ｍ＝ｍのときはC１に等しく，ｎ＞ｍ＞ｍの場合はC１を
内に含むより大きな行列になることに注意。上でHn＝Ｈ，hn＝ｈであ
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るので，補題２はｍ＝ｎの場合，C１＊＝Ｃと自然に定義すると，補題１
と内容は同じである。従って，ｍ≦ｍ≦ｎ－１について証明すれば，補
題２は成立する。
補題２の証明：ｍ≦ｍ≦ｎ－１に対して，上で見たように，与えられた
Ｃは
Ｃ＝


C１＊
０
C２＊
C４＊




，C１＊：ｍ×ｍと分解できる。A１：ｍ×ｍ，A２：（ｎ－
ｍ）×ｍ，B１：ｐ×ｍ，B２：ｐ×（ｎ－ｍ），Ｉ：ｐ×ｐ単位行列とし，
Ｃを変換行列とすると
ｈ＝



０
B１’
B２’
B１
A１
A２
B２
A２’
A３





に対し，変換後の表現行列Ｈは補題１の証明から，
Ｈ＝



Ｉ
０
０
０
C１＊’
C２＊’
０
０
C４＊’










０
B１’
B２’
B１
A１
A２
B２
A２’
A３










Ｉ
０
０
０
C１＊
０
０
C２＊
C４＊





となる。
性質２から，Hmは





Ｉ
０
０
C１＊’
０
０









０
B１’
B２’
B１
A１
A２
B２
A２’
A３










Ｉ
０
０
０
C１＊
０





＝


０
C１＊’B１’
B１C１＊
C１＊’A１C１＊




と表せる。他方，から，hm＝


０
B１’
B１
A１




であるから，補題１から
｜Hm｜＝｜C１＊｜２｜hm｜。
以上が補題２の証明である。
定理の証明
以上の補題をもとにして，定理の証明に入る。先に述べたように
Mannの手法は変数変換によるものである。Ｄ＝


B１
０
B２
Ｉ




とおく。
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Ｉ：（ｎ－ｐ）×（ｎ－ｐ）単位行列。
仮定から，｜B１｜≠０。従って，｜Ｄ｜≠０である。性質１により，原
問題の代わりに適当な正則行列Ｃを使って，BCy＝０の条件の下で
y’C’ACyの定値問題を考えればよい。Ｃとして，上のＤの逆行列Ｄ－１を
用いることにする。Ｃ＝Ｄ－１より，DC＝In，Ij：ｊ次単位行列であるか
ら，C１：ｐ×ｐとして，
Ｃ＝


C１
C３
C２
C４




と分解すると，DC＝


B１
０
B２
Ｉ








C１
C３
C２
C４




＝


Ip
０
０
Ｉ




が
成立する。の等式から，C３＝０，C４＝Ｉ，BC＝〔Ip ０〕，B１C１＝Ip
となることが容易にわかる。また，Ｃ＝


C１
０
C２
Ｉ




となることもわかる５）。
B１C１＝Ipより，｜B１｜＝ｃと定義すると，｜C１｜＝１／ｃである。
BC＝〔Ip ０〕から，BCy＝０という条件は〔Ip ０〕ｙ＝０という条
件になる。
これは，ｙ’＝〔y１’ y２’〕，y１：ｐ次縦ベクトルとすると，y１＝０と
いう条件と同値である。従って，C’AC＝Ｆ＝


F１
F２
F２’
F３




，F１：ｐ×ｐ
と書くと，二次形式の値は
y’Fy＝〔０’ y２’〕


F１
F２
F２’
F３








０
y２




＝y２’F３y２となり，ｎ－ｐ個の変数につ
いての行列F３による無制約二次形式の値と等しくなる。他方，
Ｈ＝


０
C’B’
BC
C’AC




は，BC＝〔Ip ０〕から，Ｈ＝



０
Ip
０
Ip
F１
F２
０
F２’
F３





である。
５）Ｄの逆行列は具体的には

B１－１
０
－B１－１B２
Ｉ



となる。
千葉大学 経済研究 第２６巻第３号（２０１１年１２月）
（３３７） １６１
行列F３が定値二次形式の行列であるための必要十分条件はF３の標準
首座小行列式の値についての条件で表せることは周知である。問題は
（ｎ－ｐ）×（ｎ－ｐ）行列F３のｎ－ｐ個の標準首座小行列式の値をい
かに表現するかである。Ｈが上の形であるために，｜Hm｜とF３の標準首
座小行列式にある関係が成立し，｜Hm｜と｜hm｜の間には補題２の関係
式が成立しているので，結局，F３の標準首座小行列式と｜hm｜の間にあ
る関係が成立する。すなわち，前者は後者を用いて表現できる。これが
Mannの論文の要点である。
補題２でｍ＝ｐとおけば，のＣは補題２で使用されたＣ行列の条件
を満たす（は補題２のＣの上三角行列Ｇが単位行列Ｉになっている場
合である）。補題２からｍ≧ｐに対し，｜Hm｜＝｜C１＊｜２｜hm｜が成立する
（C１＊はのＣのｍ次標準首座小行列）。ところがではＧ＝Ｉだから，
すべてのｍ≧ｐに対し，ブロック行列の行列式の公式から，｜C１＊｜＝
｜C１｜｜Ij｜＝１／ｃ（ここでIjは適当な次数の単位行列）。従って，｜Hm｜＝
｜hm｜／c２がすべてのｍ≧ｐについて成立する。
この後の行列式計算でMannはラプラスの展開定理を使用する。この
定理を使用している例は他にもあるが６），ここではもっと素朴なやり方
をしてみよう。
HmはHからｐ＋ｍ＋１～ｐ＋ｎ行，ｐ＋ｍ＋１列～ｐ＋ｎ列を除去
した行列だから，ｍ≧ｐ＋１として，除去に関係する部分に＊をつけて
表示すると，
Hm＝



０
Ip
０＊
Ip
F１
F２＊’
０＊
F２＊’
F３＊





と書ける。ここでF３＊はF３のｍ－ｐ次標準首
座小行列であることに注意する。｜Hm｜を求めたい。Hmの最初の１～
６）鍋谷・大成［１９６６］，小山［２０１１］
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ｐ行〔０ Ip ０＊〕と後の行を入れ替えて，



Ip
０＊
０
F１
F２＊’
Ip
F２＊’
F３＊
０＊





とし，
さらに



F１
F２＊
Ip





と



F２＊’
F３＊
０＊





を入れ替えて，



Ip
０＊
０
F２＊’
F３＊
０＊
F１
F２＊
Ip





とすればブ
ロック行列の行列式の公式から，値は｜F３＊｜になる。
従って，この入れ替えにより符号が何回変わるか調べれば｜Hm｜の値
は求まる。Hmのｐ＋１行を，順次その上の行と入れ替えて第１行にす
るまでにｐ回の行の入れ替えが必要である。従って，Hmのｐ＋１行以
下のｍ個の行を相対順位を変えずにとするためにはmp回の入れ替え
が必要である。次にで２p＋１列をｐ＋１列にするためには，ｐ回の
列の入れ替えが必要である，従って，２p＋１列以下，ｍ－ｐ個の列を
入れ替えによりの形にするためにはｐ（ｍ－ｐ）回の入れ替えが必要
である。従って，にするためにはmp＋（ｍ－ｐ）×ｐ＝２mp－p２回の
入れ替えが必要である。２mpは偶数であり，p２とｐの偶奇は一致するか
ら，結局，｜F３＊｜＝（－１）ｐ｜Hm｜。｜Hm｜＝｜hm｜／c２が成立しているか
ら，｜F３＊｜＝（－１）ｐ｜hm｜／c２。従って，｜F３＊｜の正負は（－１）ｐ｜hm｜
と一致する。｜F３＊｜＝F３のｍ－ｐ次標準首座小行列式であり，これがす
べて正であることがF３が正値であるための必要十分条件だから，
（－１）ｐ｜hm｜＞０がｍ＝ｐ＋１～ｎについて成立することが条件付き
正値の必要十分条件である。負値の場合は，同様に（－１）ｍ－ｐ｜F３＊｜
＞０が条件だから，（－１）ｍ－ｐ（－１）ｐ｜hm｜＝（－１）ｍ｜hm｜＞０がｍ＝
ｐ＋１～ｎについて成立することが条件付き負値の必要十分条件である。
以上がMannの証明である。
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Borderの指摘について
先に述べたように，この論文はpart１，part２…と明示されているわ
けではない。幾つかの誤りがあるのは事実である。Borderが“state-
ment”と述べていることから，彼は補題や定理の証明に入る前の定理
の表現内容そのものを問題にしていると思われる。Mannは定理として，
正値の必要十分条件は（－１）ｐ｜hi｜＞０，ｉ＝ｐ＋１～ｎ，同じく，負
値の必要十分条件を（－１）ｐ＋ｉ｜hi｜＞０，ｉ＝ｐ＋１～ｎとしている。
上で見たように負値の条件は（－１）ｉ｜hi｜＞０，ｉ＝ｐ＋１～ｎである。
この部分は明らかにミスである。Mannは最初に定理を掲げ，その証明
自体は｜F３＊｜＝（－１）ｐ｜hm｜／c２を導いた所で終わっており，最後まで
展開したわけではない。従って，（以下に述べるマイナーなミスを別に
すれば）証明は正しく，定理のstatementは間違っているという結果に
なった。この正値と負値の条件の違いは学習者泣かせの所で，私も正確
に記憶している自信はないのだが，Mannも筆の誤りと言うべきか。
これ以外のマイナーなミスとしては，変数変換の所でMannは｜B１｜＝
ｃと置いて，｜F３＊｜＝（－１）ｐc２｜hm｜としているが，この結果になるた
めには｜C１｜＝｜B１－１｜＝ｃと置かねばならない。Mannは正しくBC＝
〔Ip ０〕としているので，これは誤植とも言えるミスである。この他
では省略したラプラス展開の所でHmをｍ＋１～ｎ行（または列）でラ
プラス展開すると……とあるが，これはｍ＋１～ｍ＋ｐ行である７）。し
かし，これも単位行列Ipを含む行または列の所で展開することは明らか
だから大きな問題ではない。
私が最も評価するのは補題２と定理の証明の所である。この問題は先
７）本論文での展開はMannと少し異なるので，この指摘はMannのやり方でやっ
た場合についてである。
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に述べたように，ｎ－ｐ個の変数の無制約二次形式として，ｎ－ｐ個の
標準首座小行列式の条件を出すことである。他の著者は代入法により無
駄な逆行列表現を多用し８），ｍ＝ｎの場合の行列式の条件をまず出して，
ｍ＜ｎの場合も同様にできるとして詳しく示さないものもある９）。これ
に対し，Mannは不必要に正確な行列表現を避けながら，補題２を使用
することにより，ｍ－ｐ次標準首座小行列式の記号ｍについて一般的に
示したわけである。
あとがき
Mannの求めた条件は教科書に載っている通常のものとは若干異なる。
ここでは最初から教科書的な条件にするためにｈ＝


０
B’
Ｂ
Ａ




とおいた
が，Mannはｈ＝


Ａ Ｂ’
Ｂ ０




としている。
Mannの方式ではhm＝


A１
B１
B１’
０




となる。すなわち，ｈ＝


Ａ Ｂ’
Ｂ ０




か
らｍ＋１～ｎ行，及びｍ＋１～ｎ列（すなわち，ｈの中間のｎ－ｍ個の
行と列）を取り除いてできる（ｍ＋ｐ）×（ｍ＋ｐ）行列がhmである。
Debreuも同じ形であるが，この形よりは現行の教科書のような形の方
が使いやすいかもしれないとする１０）。どちらの形でもhmの行列式の値
は等しくなるので，この方式でももちろん構わない。しいて言うならば
Mannの方式の方が添え字が面倒くさくない点があげられる。Mannの
形だとＡのｊ行及びｋ列はｈのｊ行，ｋ列の位置にある。これに対して，
本文の方式では，Ａのｊ行及びｋ列はｈのｐ＋ｊ行，ｐ＋ｋ列の位置に
８）鍋谷・大成［１９６６］，小山［２０１１］
９）鍋谷・大成［１９６６］
１０）Debreu［１９５２］，p２９７。
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あり，hmの定義がすこし面倒くさい。
参考文献
［１］ Border, K.,“More than you wanted to know about quadratic forms”,２０１１.８.２６.
（http:／／www.hss.caltech.edu／～kcb／Notes／QuadraticForms.pdf）
［２］ Debreu, G., １９５１a,“Quadratic Forms Definite Under Linear Constraints”, Cowles
Commission Discussion Papers: Mathematics , No.４０７.
（http:／／cowles.econ.yale.edu／P／ccdp／ma／m-０４０７.pdf）
［３］ Debreu, G.,１９５１b,“Definite and Semi-Definite Quadratic Forms”, Cowles Commis-
sion Discussion Papers: Mathematics N０.４０８.
（http:／／cowles.econ.yale.edu／P／ccdp／ma／m-０４０８.pdf）
［４］ Debreu, G.,１９５２,“Definite and Semidefinite Quadratic Forms”, Econometrica , Vol.２０.
No.２, pp２９５―３００.
［５］ 小山昭雄，２０１１（初版１９９４）『経済数学教室第２巻，線形代数の基礎下』岩波書店。
［６］ Mann, H.B.,１９４３,“Quadratic Forms with Linear Constraints”, American Mathematical
Monthly , Vol.５０, August-September, pp４３０―４３３.
［７］ 鍋谷清二，大成節夫，１９６６『数学概論』春秋社。
［８］ Newmann, P. ed.,１９６８, Readings in mathematical economics I , Johns Hopkins Press.
（２０１１年９月２７日受理）
線形制約条件付きの二次形式の定値問題
１６６ （３４２）
